4.1

a) Funktion f(x)= x> —3 derivaatta kohdassa —2 on funktion

kuvaajalle kohtaan x = -2 piirretyn tangentin kulmakerroin.

Piirretdédn funktion f kuvaaja ja merkitddn kuvaajalle piste kohtaan
x=-2.

Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = -2.

Maiiritetdén tangentin kulmakerroin.

Tangentin kulmakertoimeksi saadaan —4. Siten f'(-2) =—4.

b) Funktion derivaatta f'(1) on funktion kuvaajalle kohtaan x =1
piirretyn tangentin kulmakerroin.
Merkitdéan funktion f kuvaajalle piste kohtaan x = 1.
Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = 1.

Mairitetdén tangentin kulmakerroin.
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Tangentin kulmakertoimeksi saadaan 2. Siten f'(1) = 2.

Vastaus
a) 4
b) 2



4.2

a) Funktion f(x)= %x3 —4x+5 derivaatta kohdassa —4 on funktion

kuvaajalle kohtaan x =—4 piirretyn tangentin kulmakerroin.

Piirretdédn funktion f kuvaaja ja merkitddn kuvaajalle piste
kohtaan x =—4.

Piirretdédn kuvaajalle tangentti kohtaan x = —4.

Maéritetddn tangentin kulmakerroin.

Tangentin kulmakertoimeksi saadaan 5,6. Siten f'(-4) = 5,6.

b) Funktion f(x)= %x3 —4x 45 derivaatta kohdassa 0 on funktion

kuvaajalle kohtaan x =0 piirretyn tangentin kulmakerroin.



Piirretddn funktion f kuvaaja ja merkitddn kuvaajalle piste
kohtaan x = 0.

Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = 0.

Mairitetdén tangentin kulmakerroin.
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Tangentin kulmakertoimeksi saadaan —4. Siten f'(0) =—4.
¢) Funktion f(x)= %x3 —4x+5 derivaatta kohdassa 3 on funktion
kuvaajalle kohtaan x =3 piirretyn tangentin kulmakerroin.

Piirretddn funktion f kuvaaja ja merkitddn kuvaajalle piste
kohtaan x = 3.

Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = 3.

Maidritetdén tangentin kulmakerroin.



Tangentin kulmakertoimeksi saadaan 1,4. Siten f'(3) = 1,4.

Vastaus
a) 5,6
b) 4
c)l14



4.3

a) Funktion f(x)=5x—7 kuvaajaonsuora y=>5x—7,jonka
kulmakerroin on 5. Koska funktion f kuvaaja on joka kohdassa oma
tangenttinsa, on joka kohdassa f/(x)=75.

b) Funktion g(x)=—4x+1 kuvaaja onsuora y =—4x+1, jonka
kulmakerroin on —4. Koska funktion g kuvaaja on joka kohdassa oma
tangenttinsa, on joka kohdassa g’(x) = —4.

¢) Funktion A(x)=7 kuvaaja onsuora y = 7, jonka kulmakerroin on

0. Koska funktion 4 kuvaaja on joka kohdassa oma tangenttinsa, on
joka kohdassa A'(x)=0.

Vastaus

a) f'(x)=5
b) g'(x) = —4
¢) W'(x)=0
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a) Derivaatta on tangentin kulmakerroin. Mééritetdén kuvaan piirrettyjen
tangenttien kulmakertoimet.
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b) Madritetddn kuvaan piirrettyjen pisteiden y-koordinaatit.

(-33):  f(=3)=3

(0,1): S(0)=1
(2,D: f(2)=1
Vastaus

a) f/(-3)=0, f’(0)=—§ ja ') =1
b) f(=3)=3, f(0)=1ja f(2)=1



4.5

a) Derivaatta f'(x) on kuvaajalle kohtaan x piirretyn tangentin
kulmakerroin. Tangentin kulmakerroin on 0 niissi kohdissa, joissa
tangentti on vaakasuora. Kuvan perusteella tangentti on vaakasuora

kohdissa x=-2 ja x=2.
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b) Kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin on epinegatiivinen niissi
kohdissa, joissa tangentti on vaakasuora tai nouseva suora. Kuvan
perusteella ndin on vililld x <-2 ja vélilld x> 2.

Vastaus
a) x=-2 tai x=2
b) x<-2 tai x>2



4.6

a) Yhtdlo f(x) =0 toteutuu funktion nollakohdissa, eli kohdissa, joissa

kuvaaja leikkaa x-akselin.
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Funktion f nollakohdat ovat x=—-4, x=0 ja x=4.

b) Derivaatta f'(x) on kuvaajalle kohtaan x piirretyn tangentin
kulmakerroin. f'(x) =0 eli tangentin kulmakerroin on 0 niissid
kohdissa, joissa tangentti on vaakasuora.
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f'(x)=0 kohdissa x=-2 ja x=2.

¢) Derivaatta f'(x) on kuvaajalle kohtaan x piirretyn tangentin
kulmakerroin.




-2

f'(x)=-2 eli tangentin kulmakerroin on -2
kohdissa x=—-4 ja x=4.

Vastaus

a) x=—4 tai x=0 tai x=4
b) x=-2 tai x=2

¢) x=—4 tai x=4



4.7

a) Funktion f(x)= %xz —240x 4+ 217000 keskiméadrdisen
muutosnopeuden ilmaisee kuvaajan pisteiden kautta piirretyn sekantin

kulmakerroin.

Piirretddn funktion kuvaaja ja merkitdan kuvaajalle pisteet kohtiin
x=1840 ja x =1940. Piirretdén pisteiden kautta kulkeva sekantti ja
madritetddn sekantin kulmakerroin.
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Sekantin kulmakertoimeksi saadaan 12. Keskiméardinen kasvunopeus
vuosien 1840 ja 1940 vilisend aikana oli 12 miljoonaa ihmisté/vuosi.

b) Hetkellisen kasvunopeuden vuoden 1920 alussa ilmaisee derivaatta
kohdassa x =1920. Merkitdén kuvaajalle piste kohtaan x = 1920,
piirretddn pisteeseen kuvaajan tangentti ja maaritetddn tangentin
kulmakerroin.
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Tangentin kulmakertoimeksi saadaan 16. Siten vékiluvun hetkellinen
kasvunopeus vuoden 1920 alussa oli 16 miljoonaa ihmistd/vuosi.

Vastaus
a) 12 miljoonaa ihmisté/vuosi
b) 16 miljoonaa ihmisti/vuosi
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Kun funktion kuvaaja on suora, niin timé suora on itsensé tangentti
jokaisessa kohdassa. Derivaatta on tdlloin timén suoran kulmakerroin.

a) x<2: h’(x):%:%:Z

b) 2 <x<5: h’@):%:%

¢) x>5: h’(x):%:—?“:_%

d) Kuvaajan kohtiin, joissa x =2 tai x =15, ei voi piirtdd yksikasitteista
tangenttia. Siksi ndisséd kohdissa funktiolla 4 ei ole derivaattaa.

Vastaus

a) h'(x)=2
mym:%
0 W =—%

d) derivaattaa ei ole olemassa kohdissa 2 ja 5



4.9

1) Koska f(0)=-2 ja f'(x)=1,kun x <3, niin alueessa x <3
funktion kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on 1 ja joka kulkee
pisteen (0,-2) kautta.

2) Koska funktion kuvaaja on katkeamaton murtoviiva ja alueessa x >3

fl(x)= %, niin alueessa x >3 funktion kuvaaja on puolisuora, jonka

kulmakerroin on % ja joka jatkaa katkeamatta kohdassa 1 piirrettyd

Suoraa.

Piirretddn kuvaaja geometriaohjelmalla ja médritetddn kuvaajalta piste,
jossa x=9.
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Kuvaajan perusteella f(9) = 3.

Vastaus

f9=3



4.10

f(0)=1 ja f(3)=4,joten funktion kuvaaja kulkee
pisteiden (0, 1) ja (3,4) kautta.

f'(x)<0,kun x <3, f'(3)=0 ja f'(x) >0, kun x> 3, joten funktion
kuvaaja nousee alueessa x < 3, laskee alueessa x >3 ja kuvaajalla on
“méenhuippu” kohdassa x = 3.

Kuvaajaksi kelpaa esimerkiksi alaspdin aukeava paraabeli, joka
kulkee pisteen (0, 1) kautta ja jonka huippu on kohdassa (3, 4).
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4.11

a) Funktion f(x)=3x%>—2x+4 derivaatta f'(~1) on funktion

kuvaajalle kohtaan x =—1 piirretyn tangentin kulmakerroin.

Piirretddn funktion f kuvaaja ja merkitddn kuvaajalle piste kohtaan
x=-1.

Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x =—1.

Maiéritetdén tangentin kulmakerroin.

Tangentin kulmakertoimeksi saadaan —8. Siten f'(—1) =-8.

b) Funktion arvojen hetkellinen muutosnopeus kohdassa x =1 on
derivaatta f'(1).

Merkitdén funktion f kuvaajalle piste kohtaan x = 1.

Piirretddn kuvaajalle tangentti kohtaan x = 1.



Maédritetddn tangentin kulmakerroin.

Tangentin kulmakertoimeksi saadaan 4. Siten funktion arvojen
hetkellinen muutosnopeus kohdassa x=1 on 4.

Vastaus
a) -8
b) 4



4.12

a) Funktion f(x)=x-+4 kuvaajaonsuora y=x+4,jonka
kulmakerroin on 1. Koska funktion f kuvaaja on joka kohdassa oma
tangenttinsa, on joka kohdassa f”/(x) =1.

b) Funktion g(x)= —x kuvaaja onsuora y = —x, jonka kulmakerroin
on —1. Koska funktion g kuvaaja on joka kohdassa oma tangenttinsa,
on joka kohdassa g’(x) = —1.

¢) Funktion A(x)=—17 kuvaajaonsuora y =—17, jonka
kulmakerroin on 0. Koska funktion % kuvaaja on joka kohdassa oma
tangenttinsa, on joka kohdassa A'(x)=0.

Vastaus

a) f'(x)=1
b) g'(x) = —1
¢) W'(x)=0
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a) Derivaatta f'(x) on kuvaajalle kohtaan x piirretyn tangentin
kulmakerroin. Tangentin kulmakerroin on 0 niissi kohdissa, joissa
tangentti on vaakasuora. Kuvan perusteella tangentti on vaakasuora
kohdissa x=-5, x=1 ja x=17.
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b) Kuvaajalle piirretyn tangentin kulmakerroin on negatiivinen niissé
kohdissa, joissa tangentti on laskeva suora. Kuvan perusteella niin on
vililld -5 <x <1 javililla x>7.

Vastaus
a) x=-5,x=1jax=7
b) -5<x<1 tai x>7



4.14

a) Piirretddn funktion f kuvaaja ja médritetddn kohtaan x =6 piirretyn
pisteen y-koordinaatti.

(6, 144)

-15 -10 5 6 \/ 5 10 15 20 25 30

Saadaan f(6) = 144.

b) Méiritetddn kohtaan x =2 piirretyn tangentin kulmakerroin.

5 10 15 20 25 30
k=-8
h.6

¢) Kohdissa, joissa derivaatta on nolla, funktion kuvaajalle piirretyn
tangentin kulmakerroin on nolla eli tangentti on vaakasuora. (Nama
kohdat 16ytyvét esim geometriaohjelman dariarvot-tyokalulla.)



10

(-2, -5.33)

(3, -15.75)

-20

Saadaan derivaatan nollakohdiksi x=-2, x=0 ja x=3.

Vastaus

a) f(6)=144

b) /'(2) = -8

¢) x=-2,x=0jax=3
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a) Viittdma on vaarin, silld f'(x):n ainoa nollakohta on x = 0.

b) Viittdma on oikein, silld g'(x) <0 aina kun g on vdhenevi, kuten on
kohdassa x =4.

¢) Viittdma on oikein, silld f'(2)=1 ja g'(2)=1.

d) Viittdma on védrin, silld funktion g kuvaajan tangentti laskee
kohdassa x =-2 jyrkemmin kuin funktion f kuvaajan
tangentti, eli g'(-2) <f'(-2).

e) Viittdma on oikein, silld kohdassa x =5 funktion f kuvaaja kulkee
ylempéné kuin funktion g kuvaaja

f) Viittdma on oikein, silld funktion f derivaatan ainoa nollakohta

on x=0 ja myos g'(0)=0.

Vastaus
a) vaarin b) oikein ¢) oikein d) vddrin  e) oikein f) oikein



4.16

Piirretddn funktion g kuvaaja ja etsitddn derivaatan nollakohdat. Paatellaan
vastaukset tdmén perusteella.
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a) g'(x)=0,kun x=-2 taikun x=3.
b) g'(x)>0,kun x<-2 tai kun x> 3.

b) g'(x)<0,kun -2 <x<3.

Vastaus

a)x=-2 tai x=3
b) x <-2 tai x>3
) 2<x<3



4.17

a) Hyppédjan nopeus luetaan kuvaajan pisteen v-koordinaatista.

10 —1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

Kun ¢=5,0 s, hyppéijin nopeus on 25 m/s.

b) Nopeuden muutosnopeus (eli kiihtyvyys) hetkelld £=5,0s on
nopeusfunktion derivaatta. Luetaan kuvaajan tangentin kulmakerroin
kohdassa = 5,0 s.

10 —1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

Tangentin kulmakerroin on noin 4,2. Hetkelld #=5,0 s hyppéaijén
nopeus kasvaa nopeudella 4,2 m/s?.

¢) Nopeuden suurin kasvunopeus on tangentin kulmakerroin kohdassa,
jossa kuvaaja nousee jyrkimmin.
Nopeuden suurin vihenemisnopeus on tangentin kulmakerroin
kohdassa, jossa kuvaaja laskee jyrkimmin.
Liikutellaan tangenttia kuvaajaa pitkin ja méaritetddn tangentin suurin



kulmakerroin ja pienin (negatiivinen) kulmakerroin.
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Tangentin suurin kulmakerroin 16ytyy kohdasta t=0,7 s, eli 0,7 s
koneesta hyppadmisen jilkeen. (Nopeuden suurin kasvunopeus on noin
5,4 m/s)

Tangentin pienin kulmakerroin 16ytyy kohdasta #= 70,0 s, eli
maahanosumishetkelld. (Nopeuden suurin vihenemisnopeus on
noin 8,0 m/s?.)

Vastaus

a) 25 m/s

b) 4,2 m/s?

¢) Kasvaa nopeimmin n. 0,7 s koneesta hyppéémisen jéilkeen,
vidhenee nopeimmin juuri maahanosumishetkelld 70,0 s koneesta
hyppédamisen jalkeen.
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a) Koska kohtiin x=-1 ja x=3 ei voi piirtdd kuvaajalle yksikasitteistd
tangenttia, derivaattaa ei ole olemassa kohdissa x =—1 ja x=3.

b) Funktion kuvaaja koostuu suorista, joten funktion derivaatta on sama
kuin suoran kulmakerroin niissé kohdissa, joissa derivaatta on olemassa.

A -2-24 —4.4
x<—1: g’(x):Ey%_l_(_”: 3 =-2,2

B P Pl e

B3-(=2)_-1__1
Ax ~ 3—(=1) 4 4

Ay _0-(=3) _3_,

x>3: g’(x):Ax -3 ]

Vastaus
a) derivaattaa ei ole olemassa kohdissa x=-1 ja x=3



b) g'(x) ~ —2,2, kun x < —1
g’(x)m—%, kun —1<x<3
g'(x)~3, kun x >3



4.19

1) Koska f(0)=3 ja f'(x)=2,kun x<1,niin alueessa x <1
funktion kuvaaja on suora, jonka kulmakerroin on 2 ja joka kulkee

pisteen (0, 3) kautta.

2) Koska funktion kuvaaja on katkeamaton murtoviiva ja alueessa x > 1
f'(x) = —1, niin alueessa x> 1 funktion kuvaaja on puolisuora, jonka
kulmakerroin on —1 ja joka jatkaa katkeamatta kohdassa 1 piirrettyd

suoraa.

Piirretddn kuvaaja geometriaohjelmalla ja médritetdan kuvaajalta pisteet,

joissa x=—-1, x=4 ja x=11.

v

y

y|=1x)

W = U

(4} 2)

Y x

-B - 2 3 4 5 6NJ 8 9101
=1
=2
=3
=4
- (11, 15)
Kuvaajan perusteella f(-1)=1, f(4)=2 ja f(11)=-5.

Vastaus

fED)=1, f(4)=2 ja f(11)=-5



4.20

f(0)=3 ja f(3)=3,joten funktion kuvaaja kulkee
pisteiden (0, 3) ja (3, 3) kautta.

f'x)>0,kun x<1
f'(x)<0,kun 1<x<3 ja
f'(x)>0,kun x> 3,

joten funktion kuvaaja nousee alueessa x <1,
laskee alueessa 1 <x <3 ja
nousee alueessa x > 3.

Koska f'(x)=0,kun x=1 ja x =3, niin kuvaajalla on "méenhuippu”
kohdassa x=1 ja “kuopan pohja” kohdassa x = 3.

Kuvaajaksi kelpaa esimerkiksi oheinen kolmannen asteen polynomifunktio,
jonka kuvaaja kulkee pisteiden (0, 3) ja (3, 3) kautta ja jolla on kohdassa

x =1 "mienhuippu”.

Kuvaajan voi hahmotella myds vapaalla kddelld, kunhan se toteuttaa
annetut ehdot.
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